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Riassunto. Vengono esposti alcuni risultati recenti per una classe di inclusioni 
differenziali dipendenti da una misura e con traiettorie a variazione limitata. 


Abstract . We present some recent results for a class of differential inclusions 
depending on a measure and whose state trajectories are functions of bounded 
variation. 
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INCLUSIONI DIFFERENZIALI DIPENDENTI DA UNA MISURA 
ANGELO CAVALLUCCI 


Consideriamo il problema 


hi { da(t) € Fi(t,e(t)) di + Fa(t,2(t)) u(dt),0<t<1, 


x(0) = zo, 


ove 4 é una misura non negativa finita sui sottoinsiemi boreliani dell’intervallo [0, 1] 
e l’incognita (.) é una funzione a variazione limitata. 

Ci proponiamo di esporre alcuni risultati dovuti a Silva e Vinter [10],[11] e a Dal 
Maso e Rampazzo [4] nel caso in cui F) e F> sono funzioni ordinarie. 

Supponiamo che le multifunzioni F e F) verifichino le condizioni seguenti 

(H1) [0,1]x R” 3 (t,x) — Fi(t,r) #0 chiusoc A” (i= 1,2); 

(H2) Fx é Lx B misurabile e Fy é boreliana, 
essendo £ x B la o -algebra prodotto dei sottoinsiemi di [0, 1] misurabili secondo 
Lebesgue per i Boreliani di R” . 

Indichiamo con BV+(0,1; R”) lo spazio delle funzioni x : [0,1] — AR” a vari- 
azione limitata tali che 


x(t+) = n lim, x(t) = z(t) per 0<t< 1; 


indichiamo con dr la misura regolare di Borel associata alla funzione x(.) dalla 
formula 


1 . 
Hi dda = $(1)2(1) — $(0)2(0) — J d(t)2(t) di, $ e C*([0,1]; R"), 
(62) i 
e poniamo, per 0<a<b<1, 
VO(x) =sup{)_|r(t)- (ti 1)la=to<t1<. <tn=b} 
i=l 


Veniamo ora alla definizione di soluzione del problema (1). 


Lavoro svolto con il finanziamento dell’Università di Bologna. Finanziamento 
Speciale alle Strutture 
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Per a > 0,v € R",0<t<1, poniamo 
F,(t,0;0) = Fa(t,0), 


Fa(t,v;0) = 
{EM 20 di E e Wi(0,1;R"),£(0)=v,É(s) e aF2(t,6(5)) q.d.su[0,1}}. 


W} (0, 1; R”) indica lo spazio delle funzioni assolutamente continue su [0, 1]. 

Diremo, seguendo [10], che x € BV+(0,1; A”) é soluzione del problema (1) se 
esistono le funzioni fi £-integrabile (£ = misura di Lebesgue) e fo p-integrabile 
tali che 


fi(t) e Fi(t,c(t)) L-q.d., 
fa(t) e Fo(t,a(t-);u({t}) L-qd. 
(2) z(t)-z(0)= fp fi(s) ds + S, fa(s)u(ds), 0<t<1, 
O,t 


(0) = zo, 


Una motivazione per questa definizione é fornita dal Teorema 2. Per F) e F) a un 
sol valore la definizione data si trova in [4]. 

Questa definizione di soluzione permette di ricondurre lo studio del problema (1) 
a un problema del tipo ) 


(1) { 4(s) € F1(0(s), y(s))6(s) + F2(0(s),y(s))5(s), 0<s<1 

y(0) = zo 
con @(.) e y(.) assegnate funzioni lipschitziane e y(.) € W}(0, 1; R"). Per il problema 
(1°) sono noti numerosi risultati di vario tipo (cfr. [1],[3],[6]). 

Ricordiamo alcune definizioni (cfr. [10]). Indichiamo con C*(0, 1; A”) la classe 
delle misure definite sui boreliani di [0,1] a valori in A”; nel caso n = 1 scriveremo 
semplicemente C*(0,1) e indicheremo con C*(0,1) la classe delle misure a valori 
reali non negativi sui boreliani di [0,1]. Se 4;, y € C*(0, 1; °°), la scrittura 


significa che 
J sd | pd v6 e C01:88) 
{0,1] 6] 
Se R"” D A chiuso e 2 € A, poniamo 


Na(&) = {p € R°| Ax R° > (zi, pi) — (cp); limsup BUS) 
1-00 A 


<0 per i> 1}. 
IYPLi y- il 


Se f : R" — RU {00} é inferiormente semicontinua e f(r) € R, poniamo 


df(x) = {€ e R"| (€, -1) E Nepi (1, 5(2)}, 


ove epi(f) ={(y,t) € AR" x RIt> f(y)}. 

Veniamo ora alla definizione delle funzioni @ 7 che intervengono in (1°). Seguendo 
[10], poniamo 
#((0,t]) per 0<t<1, 


MO= be 


t+M(t) 
1+M(1) 


L=1+M(1), 
0(s) = supft € [0,1]] N(t) < s}, 0<s<1. 


N(t) = per0<t<1, 


Elenchiamo nella Proposizione 1 le proprietà delle funzioni M, N, @ utili per il 
seguito. ; 


Proposizione 1. Se u € C+(0,1), valgono le seguenti affermazioni 


î) = p({t})=M(t)-M(t-) per0<t<1, u({0})=M(0+)-M(0); 


ti) M(t+)= M(t), N(t+)=NM(t) per0<t<]1; 
iii) si ha, con N(0-)= N(0)=0 e N(1+)=NM(1)=1, 


O(N(t))=t, 

N(t-)<s&t< 0(s), 

N(t+)<s@&t< 0(s), 

N(t-)<s<NM(t+)& 0(s)=t, 
N(t+)<s<N(t'+)et<0(s)<#, 
0<0(s°)-0(s) <L(s'-s) per0<s<s' <1; 


iv) si ha per ogni A € B([0,1]) 
uA)= f 11-6()ds 
0-1(A) 
e, per ogni 0 < h boreliana su [0,1], 
M(0(8)){L — 6(8)]ds = f H(r)u(dr); 
8-i(A) A 


v) per ogni boreliano A C [0,1] e 0 < g L-misurabile si ha 


J 9(0(5))6(5) ds = J g(t) dt; 
A 


8(A 
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vi) posto 
rs) = Ls 60(s), 0<s<1, 


y é una funzione lipschitziana e si ha 
r(N(1))=M(t) per O<St<1; 
vii) siano p;, p € C+(0,1) tali che 
uf 
Hi PD HK 
1-00 
e siano 0;,0 le funzioni corrispondenti; allora si ha per i + 0 
Mi(t) — M(t) se u({t})= 0 oppurete {0,1}, 
Ni(t) —> M(t) se u({t}) = 0 oppure t € {0,1}, 
6;(s) — É(s) debolmente in L!, 
0;(5) — 0(s) uniformemente su [0,1]. 
Le funzioni M, N, 0 sono state utilizzate da vari autori ([2], [4], [7], [8], [10]). 
La dimostrazione della Proposizione 1 si pu6 trovare in [4] e [11]. Per i punti iv) e 
v) si veda anche [5]. i 


Il legame fra i problemi (1) e (1’) é dato dal seguente teorema (cfr. [2], [4], [7], 
[10], [11]). 


Teorema 1. Supponiamo verificate le condizioni (H1) e (H2). 
i) Se x € BV+(0,1; R”) é soluzione del problema (1), allora esiste 
y € W} (0,1; R”) tale che 
a) (5) € Fi(9(s),y(s))0(5) + F2(0(5),u(s))i(s) q.d. su, 
b) y(0) = zo, 
c) x(t) =y(N(t)) perO<t<1 


ii) Sey e Wi(0,1; R”) verifica le condizioni a) e b), allora la funzione x(.) definita 
da c) é soluzione del problema (1) e riesce inoltre 


Vo (1) È VI (4). 
La dimostrazione si trova in [10]. Qui ci limitiamo a indicare la definizione di 
una funzione y(.) come richiesto nel punti i). 
Sia 
1 iti € {t € [0,1]] #({t}) > 0}, 
0-1(t:) = [s,5”:l. 
Se fi, fa, Fz sono come nella definizione della soluzione x(.), per ogni i esiste £; E 
Wi} (0,1; R”) tale che 
É;(5) € u({t:})F2(t:,6;(5)) qd., 
&(0)=(t;-) [r(0-) := (0)], 
p({t:})fa(t) = &(1) — &(0). 


Poniamo 


x(9(s)) se 0(s) #t,Vi>1, 
sa | &(#2) se 0()=b i 1 


sisi 

In [10] si verifica che questa y(.) soddisfa le richieste del punto i). . 

Il teorema seguente serve a motivare la definizione data di soluzione del problema 
(1). 
Teorema 2. Supponiamo che FF, F2 verifichino, per i > 1 , le condizioni 

a) Fi(t, ), FO (t,.) hanno valori compatti non vuoti in R" e grafico chiuso; 

b) F1, FO) sono L ® B misurabili; 

c) Fi(t,) é convesso per ogni (t,x) € [0,1] x A"; 

d) F, ha grafico chiuso e valori convessi; 

e) L({t € (0, 1]| F{(t,2) = Fi (t,2) per ogni a e R°}) > LL 
Supponiamo dati inoltre cf) € R", pi, p € C+(0,1), x; € BV+(0,1; R") soluzioni 
dei problemi corrispondenti ‘tali che, per î — 00, 


esistono 0 < B € L* ec> 0 tali che 


Fl (t,z;(t)) e P4)B q.d. su [0,1], 
Fa(t,:(t)) e B(t)B per ogni t, 
con B= {z| |x| <1}. 
Allora esistono y,yi € W}, soluzioni del problema (1°) con i rispettivi dati e tali 


che 
ci(t) = vi(Ni(t)) per0<t<1,i21 


Posto 
r(t)=y(N(),0<t<1, 


si ha inoltre, eventualmente per una sottosuccessione, 


ui —>y debolmente in LÌ, 

di —Y se u({t})=0 oppuret € {0,1}, 
dr; 2 da, 

ti(t) — r(t) debolmente su [0,1], 


e x(.) é soluzione del problema (1). 


Per la dimostrazione rimandiamo a [10]. 

Vari risultati di convergenza, per funzioni Fi, F} (I, F» a un sol valore e più rego- 
lari, si trovano in [2], (4), [7]. 

In [10] é contenuto anche il seguente teorema di esistenza 
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Teorema 3. Supponiamo che Fi e F2 verifichino le condizioni (H1 ), (H2) e le 
seguenti 
a) F, e F> hanno valori convessi; 
b) esiste 0 < ci € L!(0,1) tale che 
Fi(t,2) C c1(t)(1+|z|)B, 
Fi(t,2) C F(t,4) +c1(t)]r — y|B; 


c) esiste la costante c > 0 tale che 


F2(t,r) C c(1+|x|)B, 
F3(t,2) Cc Fa(t, y) + cle 7 y|B. 


Allora, per ogni p € C+(0, 1) ero € A", esiste una soluzione del problema (1). 


Consideriamo ora il problema 


h(x(0),x(1)) — min 

da(t) = fi(t,2(t), u(t)) dt + fo(t,x(t))u(dt),0<t<1, 
(3) u(t) € U(t) L— q.d., u(.) L — mis, p € eg A 

(x(0),£(1)) € C, 

x € BV+(0,1;R"), 


per il quale facciamo le ipotesi 

(H3) h é localmente lipschitziana su A” x R" ; 

(H4) f1(.,£,.) é L x B misurabile ed esiste 0 < c1 € L*(0, 1) tale che 
Ifa(t,2,u)— fi(t,2,u)|<c(6)le- 2; 


(H5) fa é continua ed esiste c2 > 0 tale che 
Ifa(t,7)- fo(t,2))|< cole -#/|; 
(H6) U é un boreliano in [0, 1] x R"; 
(H7) C é chiuso in AR” x R°. 
In [11] é ottenuta una versione del Principio di Massimo per il problema (3), 
come corollario di un analogo risultato dato dal seguente teorema 


Teorema 4. Sia (z(.),v(.),(.)) una soluzione del sistema 


die(t) = fat, (8), u(8)) de + fa(t, 2(0)) (1,0 <4<1, 
u(t) € U(t) L— q.d., u(.) L— mis, pe C+(0, 1), 
x(0) € D, 

x € BV*(0,1; R°) 


(3) 


tale che 
v(2(1)) € frontiera di Y(R(D))), 
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R(D)={z(1)| x(.)= soluzione di (3')} 
eyw:R" > R° é una assegnata funzione localmente lipschitziana e D é chiuso în 
R". 
ine soddisfatte le condizioni (H4)- (H6). Allora esistono d € R* con 
|d|= 1 e p(.) e BV+(0,1; A") tali che (z(.),p(.)) é soluzione del sistema! 


2) 
z(t) fi(t,2(t), u(t)) f2(t,2(1)) 
“0) A CO I 


e verifica le condizioni 


b) ‘ p(0) € Np(z(0)), —p(1) € d.0V(z(1)); 
c) p(t) - fi(t,2(t),(t)) = max p(t) - fa(t,2(t),u) L — g.d.; 
d) p(t) - fa(t,z(t)) > 0p—q.d., p(t)- fa(t,2(t)) <O per ogni t; 


e) se v({t}) > 0, esiste una soluzione (t,0:) € Wi del sistema 


É(9) fa(t.6(8) 
FIZoe arueen):® vale 


[to] = lo 
(0) = bol 
At 
a(s)- fa(t,€(s)) > O per ogni s, 


ove, nel casot = 0, si conviene di porre i ) p(t-)) = n p(0)) e (2(t), p(t)) = 
(2(0+), p(0+)). 

Indichiamo brevemente i punti fondamentali della dimostrazione, contenuta in 
11]. 
I) Il caso generale viene ricondotto al caso in cui sono soddisfatte le condizioni 


\fi(t,2,u)|<a1(t)lr|+a2(t) per u E U(t), 


|f2(t,2)| < Gil] +22, 


per certe costanti non negative Bi e 82 e certe funzioni non negative @1, 02 € 
L4(0,1). 


1Per definizione si ha 9 f2(t,2) = { lim a;i| a; E codfalti, i), (ti ci) (t,x)} 
1—-=00 
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II) Si fissano le successioni 


V(R(D)) FE — W(2(1)), 
0<m;(.) e L®(0,1), 
m;(t) dt > (dt) 


Oserviamo che una possibile scelta di m;(.) si può ottenere come nella dimostrazione 
del Teorema 5.3 di [4]. 


Le condizioni del punto I) rendono applicabili il Teorema 1 e il Teorema 2 per 
ottenere la successione x;(.) € W}(0,1; R”) tale che 


d;(1) = fi(t,2;(t), v(6)) + falt,2;(t))m;(t),0<t<1, 
T;(0) = 2(0), 
z;(t) —z(t) se t € {0,1} oppure r({t})=0, 
dr; 2°, de. 
III) Si pone 
6 =]; — V(2;(1))]}, 
ti=j+]lm;Iloo» 
W;= {(a,u(.),m(.))] a € D, u(.) e m(.) misurabili , 
(u(t), m(t)) € U(t) x [0,r;] L— q.d.}, 
d{(a,u(.), m(.), (a',/(.),m°(.))] = la — 14 L({t € [0,1]] (0) # (0))+ 


1 
J im(©) — me) e, 
0 
B;(a,u,m)=]|E; — Wy(1))]- 
ove y(.) € W}(0, 1; R”) é la soluzione del problema 


() { U(t) = falt,y(t),u(t)) + falt,u(t))m(t),0<t<1, 
y(0) = 2(0). 


Si dimostra che W; 6 completo rispetto alla distanza d e ®; é continua su W,. 
Inoltre si ha 


®;(2(0),v,m;) — e =0<®;(a,u,m), V(a,u,m). 


Ora si pué applicare il principio variazionale di Ekeland (cfr. [3]) e ottenere 
(a; u;,îm;) € W;) tale che 


®;(a;, u;, m;) < ®;(a,u,m)+ 6;d[(a;, u;,;), (a,u,m)] per ogni (a,u,m) e W; 


d[(z(0),v, m;), (a; u;,m;)] < 6;. 


Detta #;(.) la soluzione del problema (i) relativa a a;,;,77};, si ha 


z;(0)=a; — 2(0), 
L({t € [0, 1]] u;(t) # v(6)}) — 0, 
m;(t) dt > v(dt) 


e inoltre la terna (£;(.), ;(.), ;(.)) é soluzione del problema 
16; — v(2(1))] + 6;{l(0) — £;(0)|+ 


1 
PI i De; (0, (8) + iù; (6) — m(t)]] dt} > min 
0 


(i) s(t) = fi(t,e(t), u(t)) + fa(t,c(t))m(t) L — qu. 
(ult), m(t)) e U(t) x [0,r;] L — q.d. 
x(0) € D 


m(.), u(.), mis. ,x(.) E W}(0,1; A” 
ove 
0 se u= u;(t) 


x(t) = { 1 se u# u;(t) 
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IV) Al problema (ii) si applica il principio di massimo classico (cfr. [3], [9]) e si 


ottengono dj € RS, pj(.) € Wi (0,1; R") tali che 


ld;}=1, 
— dj(t) € pj(t) - co8zfi(t,t;(t),u;(t))+ 
+ pj(t) - codxfa(t,t;(t))Mm;(t) q.d. su (0,1), 
p;(0) € Np(£;(0)) + 659zle — 2(0)lz=z;(0)» 
— p;(1) € dj - dV(£;(1)), 


Hj(t, u;(t),m;(t)) = max{Hj(t,u,m)| ue U(t), 0<ms£ r;} gd. 


con H; definita da 


Hj(t,u,m) = p;(t)-fa(t.%;(t), u(t))+p;(t)-fa(t£;(1))m-e;(lm-m;()l+x;(t,)). 


Corollario. Sotto le ipotesi (H3)-(H?), sia (z,v,v) soluzione del problema (3). 
Allora esistono A > 0, p(.) € BV+(0,1; RN) tali che A+ |p(t)] > 0 per ogni t, 


valgono le affermazioni a), c), d), e) del Teorema 2 e la seguente 


b') (p(0), p(1)) € No(2(0), 2(1)) + A8h(z(0), 2(1)) 
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